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論文内容要旨
 あるリーマン多様体(定義域)から別のリーマン多様体(値域)への写像で,ディリクレ・エネルギー
 汎関数の停留点となるもののことを調和写像という。これは微分幾何学及び偏微分方程式論において最
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 も重要な研究対象であり,液晶の数学モデルとも関連し,物理学的にも重要と考えられている。
 リーマン多様体上の測地線は,実数の(部分)集合からそのリーマン多様体への調和写像になってい
 る。測地線は不連続性を持たない。しかし,定義域や値域となるリーマン多様体の構造によっては,調
 和写像は不連続点を持つことがある。習慣上,不連続点は「特異点」と呼ばれ,特異点全体の集合は
 「特異集合」と呼ばれる。
 !970年代半ばまでの調和写像の研究は,特異点を持たない場合が主であり,特異点を持ったものはほ
 とんど扱われなかった。1975年にHildebrandt一脚idmanは特異点を持つ調和写像を具体的に構成した。引
 き続き,1982年にSchoen-Uhlenbeckは「エネルギー最小化写像」(energyminimlzingmap)と呼ばれる調和
 写像の,定義域の内部の特異集合のハウスドルフ次元を評価した。ここでエネルギー最小化写像とは,
 同じ境界値を持つ写像の中でディリクレ・エネルギーを最小にするものをいう。これらの研究が端緒と
 なり,それ以降,調和写像の特異性が活発に研究されるようになった。
 特に,値域が球面の場合が,特異性の研究の中心となっている。球面は正の曲率をもつ多様体の最も
 簡単で重要な例であることや,液晶のモデルが2次元球面に値を取る調和写像の理論と関連することが,
 その動機となっている。またこの場合には,特異性を持ったエネルギー最小化写像の具体的な例が知ら
 れており,それがいわば思考の原点ともなっている。さらにこの場合に用いられた手法や,発見された
 現象で,値域が球面ではない場合へ拡張されるものもある。
 これらの理由で,球面の場合について詳しい解析を行うことは,調和写像の特異性を解析する上で重
 要なことと考えられる。
 著者の研究の目標は,調和写像の特異点の近傍における挙動を解析する事である。この方向の先駆的
 な結果は,1987年のBrezis-Coron-Liebの論文である。彼らは,3次元ユークリッド空間内の領域から2次
 元球面へのエネルギー最小化写像μについて次の結果を得た。
 (1)αの孤立特異点aの近傍での写像度は,+1又は,一1となる。
 惚μは,αの近傍において,ある直交行列Rと(κ一α)ノ1酷dの合成写像で近似される。
 これは,特異点の近傍での写像μの挙動を完全に解析したものと言える。この結果において,調和写
 像をエネルギーを最小にするものに限定するのは,技術的な仮定ではなく本質的である。何故ならば,0
 でない任意の整数dに対して,ある孤立特異点の近傍での写像度がdとなる調和写像が存在するからで
 ある。とくに,dが,0,1,一!の何れでもないような調和写像は,上の結果のような振る舞いをしない。
 この例によって,エネルギーの最小性が,特異点の近傍での挙動に影響を及ぼす事がわかる。
 この結果から自然に生じる問題は,1η次元ユークリッド空間内の領域から(1π4)次元球面へのエネルギ
 ー最小化写像についても同様のことが成立するか,また,エネルギー最小化写像以外の場合はどうか,
 という問題である。実際,Brezis-Coron-Liebが考察した場合以外に同様の結果は発表されていない。彼
 らの場合は,値域が2次元球面という構造のよく分かるリーマン面である事が解析をわかりやすくする
 のに役立っており,技術的に重要であり,これを高次元の場合にそのまま拡張することは困難である。
 本論文では,主として4次元ユークリッド空間内の領域から3次元球面への調和写像を考察し,調和写
 像の孤立特異点の近傍での写像度の分類を試みた。考察の対象とした調和写像は,「定常」という性質を
 有するものである。ここで,「定常」とは調和写像が値域と定義域の各々の変分に対して第一変分の停留
 、点となることをいう。
 エネルギー最小化写像は定常調和写像である。しかし,定常調和写像が全てエネルギー最小化写像と
 いう訳ではない。そこで本論文では,Brezls-Coron-Liebとは別の場合で,なお且つ,エネルギー最小化写
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 像より広い調和写像のクラスを研究の対象とした。しかし,任意の整数dに対して,その近傍での写像
 度がdとなるような孤立特異点を持つ定常調和写像が存在するので,特異点の近傍における挙動は「定
 常」という条件のみでは制御し切れない。
 著者は,調和写像の孤立特異点の近傍での解析において,変分問題の停留点としての写像の安定性が
 本質的な役割を果すであろうと考えた。第二変分が非負定値2次形式であるとき,「弱安定」といい・重
 みつきの正定値2次形式であるとき,「狭義安定」という。これらの概念は,以前から知られていた。本
 研究では,一つの孤立特異点の近傍における「局所狭義安定」という新しい概念を導入した(定義L8)。
 これによって,調和写像の安定性を各々の孤立特異点ごとに判定する事が可能になった。エネルギー最
 小化写像は常に弱安定になるが,他の二つの条件を満すとは限らない。
 本論文では,定常調和写像の狭義安定性の詳細な解析により,写像度の分類の部分的な解決に至った。
 本論文で得られた主要な定理を要約すると以下のようになる(定理1.9)。
 定理m弱安定な定常調和写像の孤立特異点の近傍での写像度は,0又は±1のいずれかである。
 謝弱安定な定常調和写像αがあるとして,その孤立特異点αでの写像度が,+1又は一1に等し
 いならば,μはαの近傍においてある直交行列Eと(断α)/1俸α1の合成写像で近似される。さら
 にこ孟はこの点、αでは局所狭義安定にはならない。
 Brezis-CorQa-Liebの結果と比較すると,写像度が0となるような孤立特異点を持つ弱安定な定常調和写
 像が存在する可能性が依然として残されている。実際に存在するか否かについては,残念ながら結果が
 得られなかった。存在しないというのが著者の予想であり,現在も取り組んでいる問題である。
 この主定理から次の結果が導かれる。
 系庵.哩4次元球体から3次元球面へのエネルギー最小化写像μがあって,境界値の写像度がOでな
 い整数dに等しいならば,αは少くとも1副個の孤立特異点を持つ。
 系1.24次元球体から3次元球面へのエネルギー最小化写像こ孟があって,境界値の写像度が0でな
 いとすれば,μは狭義安定にはなりえない。よって,境界値の条件のみから,特異点の個数及び安
 定性についての情報が得られることが分かる。
 4次元球体から3次元球面への代表的なエネルギー最小化写像副副の場合は,エ=0が孤立特異点で
 あり,その写像度は1である。従って,上の結果から狭義安定ではない。すなわち,第二変分が退化す
 る。実際,先に発表した論文において,著者は第二変分の退化の様子を示す試験関数の列を,具体的に
 構成した。これは3次元球面は絶対平行性を備えた多様体であるという幾何学的特性を用いた構成法を
 用いる。別な調和写像の研究にも活かす事ができるに違いないので,これを本論文にも収録しておいた。
 以ヒにより,4次元領域から3次元球面への調和写像を考える上で,弱安定な定常調和写像の孤立特異
 点の近傍での安定性の解析は,特異点の近傍での写像度が0の場合を除いて,解決されたといってよい。
 本論文において用いた手法は次の4つである。第一には,弱安定な定常調和写像の孤立特異点における
 特異性を噴出させる(blow-upする)ことにより,3次元球面から3次元球面への滑かな調和写像の問題に
 帰着させる。これは本論文の第2章で述べる。第二に,安定性の仮定から,定常調和写像のエネルギーの
 一様な上限を導き出す。第三に,定常調和写像と共形変換を合成することにより,エネルギーの一様な
 下限を導き出す。これらの評価は第3章で議論する。すると,3次元球面からそれ自身への滑らかな調和
 写像に共形変換を合成したものがPoillcar6の不等式における等号を実現していることがわかる。これが
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 第四の手法であり,第4章で解析する。以、ヒの手順を踏む際に,得られる評価式が全て最良になるように
 解析する事が重要である。著者は,これが可能なのは,4次元球体から3次元球面への調和写像の解析
 に固有の事情によるものと感じる。実際,Brezis-Coro11-Llebが考えた3次元領域から2次元球面へ調和写
 像に関する結果の別証明を,この方法で与えることは今のところ困難であると思われる。
 ともあれ,著者が本論文で提唱した「局所狭義安定」ではない孤立特異点を解析するという手法は,
 一般のリーマン多様体への調和写像の孤立特異点の解析にも応用できるに違いない。
 残された課題も幾つかある。まず,先に述べたように4次元領域から3次元球面への安定な定常調和
 写像で,特異点の近傍での写像度が0となるような孤立特異点を持つものが存在するか否かは未解決で
 ある。また,存在したとすれば,その点における局所狭義安定性の成否も解析すべき問題である。更に,
 「局所狭義安定」ではない特異点をもつ調和写像が存在するならば,それは定義域または値域のどのよう
 な幾何学的理由から生じるのかを解明するという,新しい課題も生じた。球面以外の一般のリーマン多
 様体への定常調和写像に関して,孤立特異点での局所狭義安定性と,孤立特異点の近傍での挙動に,い
 かなる関係があるかを調べることも,今後の研究における新たな大きな目標となった。
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 論文審査の結果の要旨
 二つのリーマン多様体を予め定めたとき、一方を定義域、他方を値域とする調和写像または調和写像
 のホモトピー類は一つの幾何学的実体である。各々の調和写像を構成するには半線形連立楕円型偏微分
 方程式を解かねばならない。偏微分方程式論を用いて新しい調和写像を発見することができれば解析学
 による最も実質的な貢献になる。
 調和写像は一般には特異点(不連続点)をもつ。たとえば、詫一1劣1玩という写像は3次元以上のユー
 クリッド空間から超球面への調和写像で、原点が特異点である。特異集合の所在と大きさは定義域と値
 域の幾何学的構造と密接に関係するが、それを的確に知るための包括的な理論は確立されていない。特
 異性と並んで、ある調和写像が果たしてそこでだけエネルギーの最小値を与えているか否か、すなわち
 写像の安定性が重要である、
 調和写像をめぐる諸問題においてはさらに定義域と値域の次元も問題となる。中島は、(α)3次元領域
 から2次元球面へのエネルギー最小化写像、(6)4次元領域から3次元球面への弱安定かつ定常な調和写像、
 の両者の比較検討から始めた。どちらも領域の内部には高々有限個の孤立特異点しかもたず、各々の特
 異点のまわりでの写像度は前者の場合±1の何れか、後者の場合は±!または0の何れかである。写像度
 が!または一1の特異点に限れば、(α)でも(わ)でもその点の近傍では劣一IxI玩にある直交変換を重ねた写
 像で近似される。しかし、両者には顕著な違いがある。中島は「局所狭義安定」という新しい概念を導
 入した。これは!つの孤立特異点のまわりだけで写像を摂動させて安定性を判定する手法で、特異点の位
 置が予め分かれば非常に有効な手法となるであろう。
 3次元領域から2次元球面へのκ一txl'1劣という写像は局所狭義安定であるが、4次元領域から3次元球
 面へのエ→1κ1'1κという写像は局所狭義安定ではない。この最後の事実は、3元球面のもつ絶対平行性と
 いう幾何学的特性を見事に活かした中島の新しい発見である。その結果、(ゐ)の範疇に属する写像で写像
 度が1または一1である特異点をもつような写像は「狭義安定」ではない、という結論が得られた。
 以上の結果は、著者が自立して研究活動を行うのに十分な高い研究能力と学識を有することを示して
 いる。従って、中島徹提出の論文は博士(理学)の学位論文として合格と認める。
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